Examen Algebraische Structuren — 20 juni 2024

Het examen was zoals de afgelopen paar jaren gesplitst in een deel theorie (gesloten boek) en een
oefeningendeel (open boek). De richtlijn voor tijdsduur voor de theorievragen werd op 45
minuten gesteld; in totaal bedroeg de examentijd drie uur.

Theorie
a. Geef en bewijs de stelling van Sylvester voor reéle bilineaire ruimtes.
b. Geef en bewijs de stelling van Bézout-Bachet. Wees duidelijk in je uitleg en notatie.

Oefeningen

Vraag1 (10 punten)
a. (2ptn.)Zij x € Z, met 52° + 1 = 0mod 2. Toon aan: ggd(z,2) = 1.
b. (8 ptn.) Bepaal alle oplossingen x € Z van het stelsel

523 +1 =0mod6
26225 + 8 +1 = 0mod 112.

Hint: 112 =16 - 7.

Vraag 2 (10 punten)
Zij G, * een niet-Abelse groep van orde 2p, waarbij p een priemgetal verschillend van twee is.

. (1pt.) Bestaan er voorbeelden van zulke groepen die cyclisch zijn?

. (3ptn.)Zij K« een groep waarvoor geldt dat Vk € K : k? = ej. Toon aan dat K Abels is.

. (3ptn.) Toon aan dat G een deelgroep H heeft die orde p heeft.

. (3ptn.) Toon aan dat voor elk element g € G geldt dat g> € H (met H de deelgroep van in de
deelvraag hierboven).

oo o

Vraag 3 (10 punten)
Zij B : V x V — K een bilineaire vorm over een eindigdimensionale vectorruimte V' over het veld
K. Veronderstel dat de rang van B gelijk is aan de dimensie van V.

a. (3ptn.)Toonaandat L : V — V* : v B(—,v) een isomorfisme van vectorruimten is. Deze
oefening vloeit voort uit oefening 11 van hoofdstuk 5; je hoeft dus niet meer aan te tonen dat
de afbeelding lineair is.

b. 3ptn.)ZijW C V een deelruimte van V. We definiéren het B-complement van W als volgt:

WB:={veV |VYweW: B(wv) =0}

Toon aan dat W5 een deelruimte van V is, en dat Lz(W?) = {f € V* | Yw € W : f(w) = 0}.
C. (4 ptn.)Zij W C V opnieuw een deelruimte van V. Toon aan dat

dim g (W) + dim g (W8) = dimg (V).

Hint: neem eerst een basis voor W, en breid deze daarna uit tot een basis van V.



Oplossingen van oefeningen

Vraag1

a. Via 5z + 1 = 0 bekom je 5z° = 1 mod 2, dus 5z°™°4#(2) = 1 mod 2, dus 5z = 1 mod 2, dus
x = 1mod 2.

b. De uiteindelijke uitkomst was z € {43 + 168k | k € Z}; echter heeft de auteur van dit document
een vrij gortige oplossingsmethode gebruikt die ongetwijfeld stukken eleganter had gekund.

Vraag 2

a. Neen; elke cyclische groep is immers Abels, aangezien elke cyclische groep isomorfis aan
ofwel Z ofwel Z,,.

b. Een directe edoch ietwat lompe methode om dit aan te tonen is als volgt:

Aangezien Vk € K : k? = ¢, hebben we k = k~! voor elk element. Kiesnu a,b € K
willekeurig. Noema *b = g. Dangeldta = gb' ene = gb 'a ', dusg ! = b la!. Elk
element is zijn eigen invers, dus inverteren we elk element om g = b * a te bekomen.
Dusa*b=g=0bx*avoorallea,bec G.

c. Een manier om dit te doen:

Kies een element uit G zodat g2 # e. Als dit niet mogelijk zou zijn (m. a. w. als elk element
g € G de eigenschap zou hebben dat g2 = e), zou G zoals in deelvraag b aangetoond werd
Abels zijn; dit is echter niet het geval, dus bestaat er altijd zo’'n element g.

Beschouw nu H := (g). Duidelijk is dat H ¢ G. We willen aantonen dat de orde van H
gelijk is aan p.

Deelgroepen van G moeten wegens de stelling van Lagrange een orde hebben die een
deler is van #G, dus van 2p. Aangezien p priem en strikt groter dan twee is, zijn dus enkel
deelgroepen van orde 1, 2, p of 2p mogelijk.

« #H #+ 1, want dan zou H = {e} en dat is per constructie niet het geval (immers is e? = e).

« #H # 2, want dan zou H = {e, g} en dan zou g* = e, wat dus opnieuw per constructie
niet kan gebeuren.

« #H + 2p, want dan zou H de volledige groep G zijn, maar ook voortgebracht door g en
dus cyclisch zijn; zoals in deelvraag a aangetoond is kan dat niet.

De enige mogelijkheid die ons rest is dus dat de orde van H gelijk is aan p, waarmee de
stelling aangetoond is.

d. Dit is een kwestie van gevalsonderscheid. Kies een element g € G. Als g € H, geldt uiteraard
ook dat g € H, want H is cyclisch. Als echter g € G \ H geldt per constructie dat g*> = e, en
e € H aangezien het een deelgroep is.

Vraag 3

a. Aangezien we lineariteit niet meer aan hoeven te tonen, rest ons slechts te bewijzen dat Ly
zowel injectief als surjectief is. Gelukkig is dit nogal een meevallertje, aangezien we gegeven
krijgen dat rang(B) = dim, (V). De dimensiestelling voor lineaire afbeeldingen doet het werk
praktisch voor ons: dimy (ker Lp) = dimg (V) — dimy (im L) = dim g (V) — rang(B) = 0.
Aangezien de kern van Lz dus enkel uit de nulvector bestaat is de afbeelding injectief.
Surjectiviteit aantonen gaat eveneens vlotjes: we willen aantonen dat
VeeV*:FweV:Lgl) =4 ofweldatIv eV :Vw e V: Lg(v)(w) = B(w,v) = £(w). Aangezien
de matrix M van B tegenover eender welke basis van volle rang is, heeft het homogene stelsel
Mw = v slechts de unieke oplossing. Hieruit volgt dat de afbeelding surjectief is.



b. De directste manier is hier waarschijnlijk gewoon gebruik maken van het deelgroepcriterium.
Kies daartoe twee vectoren v,w € V en twee scalaren ), u € K. We willen aantonen dat
veWBAweWEB = (M + pw) € WB. Dit gaat zeer vlotjes omdat B bilineair is:

veEWBAweWB & Ve e W: B(x,v) =0A B(z,w) =0
S Ve e W : Bz, \v) =0A B(z,pw) =0
= Vo € W: B(z, W) + B(z,pw) =0
S Ve e W : Bz, v+ pw) =0
< (A + pw) € WE.

Aantonen dat het beeld van W5 onder L gelijkisaan {f € V* | Vz € W : f(z) = 0} gaat nu
bijna vanzelf, aangezien we precies de functionalen wiens kern W omvat beschrijven.
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